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4.4. ΚατανομέςΠιθανοτήτων:ΔιακριτέςΜεταβλητές

Στο κε φά λαιο 1 πε ρι γρά ψα με την έν νοια των ό ρωναριθμητικάδεδομένα,τιμές
μεταβλητής, καιτιμέςμιαςτυχαίαςμεταβλητής, που α να φέ ρο νται στις τι μές των 
πο σο τι κών χα ρα κτη ρι στι κών που ε ξε τά ζου με. Ε πί σης, α να φερ θή κα με στη διά κρι ση 
των με τα βλη τών σε α συ νε χείς (δια κρι τές) και συ νε χείς με τα βλη τές. Σε αυ τή την πα
ράγρα φο θα α σχο λη θού με με τις κα τα νο μές πι
θα νο τή των. 

Για μί α δια κρι τή (α συ νε χή) με τα βλη τή, κα
τανομήπιθανοτήτων (probability distribution) 
ο νο μά ζε ται η κα τα γρα φή ό λων των δυ να τών τι
μών της με τα βλη τής με τις α ντί στοι χες πι θα νό τη
τες εμ φά νι σής τους. Για πα ρά δειγ μα. η κα τα νο μή 
πι θα νο τή των για το α ριθ μη τι κό α πο τέ λε σμα της 
ρί ψης ε νός ζα ριού, εί ναι:

Ας δού με έ να άλ λο πα ρά δειγμα. Η (ε μπει
ρι κή) κα τα νο μή πι θα νο τή των του α ριθ μού των 
παι διών α νά οι κο γένεια, σύμ φω να με την τε λευ
ταί α α πο γρα φή της Ελληνι κής Στα τι στι κής Αρχής 
(ΕΛΣΤΑΤ), εί ναι η ε ξής (Διάγραμμα 4.1: υποθε
τικά δεδομένα):

Και στα δύ ο πα ρα δείγ μα τα το ά θροι σμα των 
πι θα νο τή των εί ναι 1. Αυ τό εί ναι λο γι κό, α φού οι 
τι μές της μετα βλη τής Χ α να φέ ρο νται σε ό λα τα 
δυ να τά α πο τε λέ σμα τα, δη λα δή κα λύ πτουν ολό
κλη ρο τον δειγ μα τι κό χώ ρο. Έτσι, μί α κα τα νο μή 
πι θα νο τή των δί νει ό λες τις δυ να τές τι μές της με
τα βλη τής Χ (Χi, i = 1,…, n), και τις αντί στοι χες πι θα νό τη τες Ρ(Χi). Η πι θα νό τη τα η 
με τα βλη τή Χ να πά ρει την τι μή Χi συμ βο λί ζε ται με Ρ(Χi). Δη λαδή:

Ρ(Χ = Χi) = Ρ(Χi)   (4.10)

Όλοι οι κανό νες που πε ρι γρά ψα με πριν ι σχύ ουν και στις κα τα νο μές πι θα νο τήτων. 
Για πα ρά δειγ μα, ποια η πι θα νό τη τα μί α οι κο γέ νεια να έ χει τρί α ή πε ρισ σό τε ρα παι διά; 
Με βά ση τον κα νό να της ά θροι σης, και λαμ βά νο ντας υ πό ψη ό τι σε μί α κα τα νο μή πι
θα νο τή των τα εν δε χό με να εί ναι α μοι βαί ως α πο κλειό με να, έχου με:

Ρ(Χ ≥ 3) = Ρ(3) +Ρ(4) + Ρ(5) + Ρ(6)
= 0,15 + 0,07 + 0,02 + 0,01
= 0,25  (25%  ή 1/4)

Άριθμητικό 
αποτέλεσμα

τυχαίας ρίψης (X)
Πιθανότητα (P)

1 1/6
2 1/6
3 1/6
4 1/6
5 1/6

6 1/6
Σύνολο 1

Αριθμός παιδιών  
ανά οικογένεια 

(Χ)
Πιθανότητα (P)

0 0,15
1 0,25
2 0,35
3 0,15
4 0,07

5 0,02
6 0,01

Σύνολο 1,00
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⇣
Διάγραμμα4.1

Κατανομή Πιθανοτήτων Άριθμού Παιδιών ανά Οικογένεια
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Τα βα σι κά χα ρα κτη ρι στι κά των ε μπει ρι κών κα τα νο μών που πε ρι γρά ψα με στο κε
φά λαιο 3 θα τα πε ρι γρά ψου με και για τις κα τα νο μές πι θα νο τή των. Πιο συ γκε κρι μέ να, 
για κά θε κα τα νομή πι θα νο τή των μας εν δια φέ ρουν δύ ο πα ρά με τροι. Ο μέ σος ό ρος και 
η τυ πι κή α πό κλι ση. Υ πάρ χει ό μως μι α δια φο ρά. Ε πει δή μί α κα τα νο μή πι θα νο τή των 
περι γρά φει τη θεωρητική κα τα νο μή μιας τυ χαί ας με τα βλη τής, δηλα δή την πι θα νό
τη τα που έ χει μι α τι μή της Χ να εμ φα νι στεί, α ντί του ό ρου μέ σου α ριθ μη τι κού, χρη
σι μο ποιού με τον ό ρο μέσηαναμενόμενητιμή ή α πλά αναμενόμενητιμή(expected 
value), και συμ βολί ζε ται με Ε(Χ) ή με μ, ε πει δή α ντι στοι χεί στον πραγ μα τι κό μέ σο 
του “πλη θυ σμού” των πι θα νών τι μών της Χ. Υ πο λο γί ζεται δε α πό το γι νό με νο κά θε 
πι θα νής τι μής (Χi) ε πί την α ντί στοι χη πι θα νό τη τα Ρ(Χi), και στη συ νέ χεια α θροί ζο ντας 
ό λα τα γι νό με να. Δη λα δή:

μ = Ε(Χ) = Χ1× Ρ(Χ1) + Χ2× Ρ(Χ2) + … + Χn× Ρ(Χn) = Σ Χi× Ρ(Χi)  (4.11)

Η α να μενό με νη τι μή της κα τα νο μής του α ριθ μού των παι διών α νά οι κο γέ νεια 
εί ναι:

Ε(Χ) = 0×(0,15)+1×(0,25)+2×(0,35)+3×(0,15)+4×(0,07)+5×(0,02)+6×(0,01)
         = 1,84 παιδιά

Δη λα δή, μί α στις τέσ σε ρις οι κο γέ νειες έ χει του λά χι στον τρί α παι διά.

nea_statistiki1-16._2022indd.indd   113 18/7/2022   7:20:39 �µ



114

Ι Ω Ά Ν Ν Η Σ  Γ.  Χ Ά Λ Ι Κ Ι Ά Σ  ·  Σ Τ ΆΤ Ι Σ Τ Ι Κ Η

Με α νά λο γο τρό πο ε κτι μούμε τη δια κύ μαν ση. Η δια κύ μαν ση (variance) σε μί α 
κα τα νο μή πι θα νο τή των ο ρί ζε ται σαν την α να με νό με νη τι μή των τε τρα γω νι κών α πο
κλί σε ων των τι μών της Χ α πό το μέ σο μ. Δη λα δή:

Var(X) = σ2 = Ε(Χ  μ)2 = Σ (Χi  μ)2 × Ρ(Χi) (4.12)

Η δια κύ μαν ση συμ βο λί ζε ται με Var(X) ή σ2, για τους ί διους λό γους που η α να με
νό με νη τι μή συμ βο λί ζε ται με μ. Δη λα δή, ε πει δή α ντι στοι χεί στην πραγ μα τι κή δια
κύ μαν ση του “πλη θυ σμού” ό λων των πι θα νών τι μών της Χ. Στο ση μεί ο αυ τό πρέ πει 
να διευ κρι νί σου με ό τι με ελ λη νι κούς χα ρα κτή ρες συμβο λί ζου με τις τι μές των πα ρα
μέ τρων του πλη θυ σμού, ε νώ με λα τι νι κούς χα ρακτή ρες τις ε κτι μή σεις τους α πό τις 
τι μές ε νός δείγ μα τος. Έτσι, με X̄ συμ βο λί ζουμε την ε κτί μη ση του μ, και με s2 την 
ε κτί μη ση του σ2.

Η διακύμανση της κατανομής του αριθμού των παιδιών είναι:

σ2 =(01,84) 2 ×(0,15)+(11,84) 2 ×(0,25)+(21,84) 2 ×(0,35) +(31,84) 2 ×(0,15)
+(41,84) 2 ×(0,07)+(51,84) 2 ×(0,02)+(61,84) 2 ×(0,01) = 1,594 (παιδιά) 2

Και η τυπική απόκλιση προκύπτει από τη διακύμανση, ως εξής:

σ = [Ε(Χ  μ)2]1/2 = [Σ(Χi  μ)2 × Ρ(Χi)]
1/2 = (1,594)1/2  = 1,263 παιδιά   (4.13)

4.5.ΚατανομέςΠιθανοτήτων:ΣυνεχείςΜεταβλητές

Ε άν μια με τα βλη τή εί ναι συ νε χής, τό τε δεν έ χει νό η μα να α να ζη τού με την πι θα νό τη τα 
να έ χει μια συ γκε κρι μέ νη τι μή, α φού οι πι θα νές τι μές εί ναι ά πει ρες. Αυ τό που μπο
ρού με να ρω τή σου με εί ναι: Ποια η πι θα νό τη τα η μεταβλητή Χ να πά ρει μια τι μή στο 
διά στη μα Χ1 έ ως Χ2; Για πα ρά δειγ μα, εί ναι λο γι κό έ νας ια τρός να θέ λει να υ πο λο γί σει 
την πι θα νό τη τα έ να νε ο γέν νη το βρέ φος να έ χει βά ρος με τα ξύ 3 και 3,5 κι λών (ή πά νω 
α πό τέσ σε ρα κι λά κ.λπ.). Ε νώ, στην ε ρώ τη ση “ποια εί ναι η πι θα νό τη τα έ να βρέ φος να 
γεν νη θεί με βά ρος 3,256 κι λά», η α πά ντη ση ε κτός α πό α φε λής, εί ναι “μη δέν”, λό γω 
της α πει ρί ας των πι θα νών τι μών του βά ρους.

Ε πο μέ νως, στις συ νε χείς μετα βλη τές δεν υ πάρ χουν α πλές πι θα νό τη τες, αλ λά αυ τό 
που γνω ρί ζου με (ή προσπα θού με να προ σεγ γί σου με) εί ναι η μα θη μα τι κή συ νάρ τη ση 
της κα τα νο μής f(X) (Διά γραμ μα 4.2). Η συ νάρ τη ση μιας συ νε χούς με τα βλη τής ο νο
μά ζεται συνάρτησηπυκνότηταςπιθανότητας (probability density function). Δη
λα δή, εί ναι η συ νάρ τη ση που εκ φρά ζει την πυκνότητα (συ χνό τητα) εμ φά νι σης των 
πα ρα τη ρή σε ων στα διά φο ρα δια στή μα τα τι μών. 

Ό σα α να φέ ρα με πριν σε ότι αφο ρά τις συ ναρ τή σεις πι θα νο τή των για δια κρι τές με
τα βλη τές ι σχύ ουν και για τις συ ναρ τή σεις πι θα νο τή των για συ νε χείς με τα βλη τές, με 
τη δια φο ρά ό τι, α ντί του α θροι στή Σ, θα χρη σι μο ποι ή σου με την ο λο κλή ρω ση. Έτσι, 
μι α συ νάρ τη ση f(X) για να α πο τε λεί συ νάρ τη ση πυ κνό τη τας πι θα νό τη τας πρέ πει να 
ι κα νο ποιεί τη σχέ ση:
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f(X)dx = 1 (4.14)

Τα ό ρια ∞ και +∞ έ χουν συμ βο λι κό χα ρα κτή ρα και α να φέ ρο νται σε ό λες τις δυ
να τές τι μές της συ νε χούς με τα βλη τής Χ. Εί ναι λο γι κό ό τι, για συ γκε κρι μέ νο χα ρα κτη
ρι στικό, η με τα βλη τή Χ παίρ νει τις α ντί στοι χες τι μές στο πε δί ο ο ρι σμού της (π.χ. η 
με τα βλη τή Χ = βά ρος νε ο γέν νη του βρέ φους παίρ νει τι μές στο διά στη μα 1.500  4.500 
γραμ μά ρια, η με τα βλη τή Χ = βά ρος συ σκευα σί ας κα φέ 50 γραμ μα ρί ων στο διά στη μα 
46  54 γραμ μά ρια, κ.λπ.).

Η πι θα νό τη τα η με τα βλη τή Χ να πά ρει μια τι μή στο διά στη μα Χ1 έ ως Χ2 ι σού ται 
με:

Ρ(Χ1 < Χ < Χ2) =    f(X)dx (4.15) 

Η σχέ ση (4.15) ι σχύ ει α νε ξάρ τη τα α πό το ε άν το διά στη μα τι μών (Χ1, Χ2) εί ναι 
“κλει στό” ή “α νοι κτό”, δη λα δή πε ρι λαμ βά νει ή ό χι τις τι μές Χ1 και Χ2 με την αυ στη
ρή μα θη μα τι κή έν νοια.

Η α να μενό με νη τι μή της κα τα νο μής της συ νε χούς με τα βλη τής Χ, με συ νάρ τηση 
πυ κνό τη τας πι θα νό τη τας f(X), ι σού ται με:

  
μ = Ε(Χ) =    Χ × f(X)dx (4.16)

και η δια κύ μαν ση της κα τα νο μής πι θα νό τη τας της Χ εί ναι:

⇣
Διάγραμμα4.2

Κατανομή Συνάρτησης Πιθανοτήτας f(X)

X

f(
X)

X1 X2

+∞

∞ 

Χ2

Χ1

+∞

∞ 
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Var(X) =  σ2 = Ε(Χ  μ)2 =     (Χμ)2 × f(X)dx (4.17)

Στο ε πό με νο κε φά λαιο θα περι γρά ψου με την πιο γνω στή α πό τις θε ω ρη τι κές κα
τα νο μές συ νε χών με τα βλητών, την κα νο νι κή κα τα νο μή. Τώ ρα, θα πε ρι γρά ψου με δύ ο 
θε ω ρη τι κές κα τα νο μές α συ νε χών (δια κρι τών) με τα βλη τών. Τη διω νυ μι κή κα τα νο μή 
και την κα τα νο μή Poisson.

4.6.ΗΔιωνυμικήΚατανομή

Η διωνυμικήκατανομή (binomial distribution) εί ναι μι α α συ νε χής κα τα νο μή με 
πολ λές ε φαρ μογές στην κα θη με ρι νή ζω ή. Η ε φαρ μο γή της βα σί ζε ται στις ε ξής τέσ
σε ρις προ ϋπο θέ σεις:

α) Οι πα ρα τη ρή σεις τα ξι νο μού νται σε δύ ο α μοι βαί ως α πο κλειό με νες κα τη γο ρί ες, που 
συ νή θως ο νο μά ζο νται επιτυχία (ή εμ φά νι ση) και αποτυχία (ή μη εμ φά νι ση). Για 
πα ρά δειγμα, έ νας ψη φο φό ρος να ψη φί ζει το κόμ μα Α ή να μην το ψη φί ζει, έ νας 
κα τα να λωτής α γο ρά ζει το προ ϊ όν Α ή δεν το α γο ρά ζει, μί α γυ ναί κα ερ γά ζε ται ή 
δεν ερ γά ζε ται κ.λπ.).

β) Η πι θα νό τη τα μι α πα ρα τή ρη ση να α νή κει στην κα τη γο ρί α επιτυχία ι σού ται με p, 
και εί ναι στα θε ρή για ό λες τις πα ρα τη ρή σεις. Έτσι, η πι θα νό τη τα μι α πα ρα τή ρη
ση να α νή κει στη συ μπλη ρω μα τι κή κα τη γο ρί α αποτυχία ι σού ται με 1p, και εί ναι 
στα θε ρή για ό λες τις πα ρα τη ρή σεις.

γ)  Η προ η γού με νη προ ϋ πό θε ση (β) ση μαί νει ό τι οι πα ρα τη ρή σεις εί τε προ έρ χο νται 
α πό ά πει ρους πλη θυ σμούς χω ρίς ε πα να το πο θέ τη ση εί τε α πό πε πε ρα σμέ νους πλη
θυ σμούς με ε πα να το πο θέ τη ση. Ε πει δή η πι θα νό τη τα ε πι τυ χί ας ή α πο τυ χί ας πρέ πει 
να εί ναι στα θε ρή, ση μαί νει ό τι ε άν οι πα ρα τη ρή σεις προ έρ χο νται α πό πλη θυ σμό με 
πε πε ρα σμέ νο α ριθ μό με λών (π.χ. 50 ά το μα γε νι κής συ νέ λευ σης μετόχων, 40 σπου
δα στές ε νός τμή μα τος ΜΒΑ, κ.λπ.), με τά α πό κά θε δειγ μα το λη ψί α, ο “κλή ρος” 
ε πα να το πο θε τεί ται στην “κλη ρω τί δα”, έ τσι ώ στε να μην αλ λοιώ νε ται το πε ριε χό
με νο και ως εκ τού του η πι θα νό τη τα ε πι τυ χί ας. Για πα ρά δειγ μα, θέ λε τε να ε πι λέ
ξε τε μι α πενταμε λή ε πι τρο πή α πό τους 50 με τό χους της Γε νι κής Συ νέ λευ σης, για 
να ε ξε τά σουν το θέ μα της αύ ξη σης του με το χι κού κε φα λαί ου. Ε άν εί ναι γνω στό 
ό τι 20 μέ το χοι (δη λα δή το 40%) εί ναι υ πέρ της αύ ξη σης και 30 (60%) είναι κα τά, 
τό τε η πι θα νό τη τα ο πρώ τος που θα ε πι λε γεί τυ χαί α να εί ναι υ πέρ εί ναι 20/50 = 
40%. Ε άν αυ τός δεν συμ με τέ χει στην ε πό με νη τυ χαί α ε πι λο γή, τό τε η πι θα νό τη τα 
για το δεύ τε ρο που θα ε πι λε γεί τυ χαί α να εί ναι υ πέρ εί ναι 19/49 = 38,8%. Με αυ τόν 
τον τρό πο πα ρα βιά ζε ται η προ ϋ πό θε ση της στα θε ρό τη τας της πι θα νό τη τας, και γι’ 
αυ τό ο “κλή ρος” πρέ πει να ε πα να το πο θε τη θεί. Όμως, στους με γά λους (ά πει ρους) 
πλη θυ σμούς αυ τό το πρό βλη μα δεν υ πάρ χει, διό τι η με τα βο λή της πι θα νό τη τας 
εί ναι μη δε νι κή. Για πα ρά δειγ μα, τι ε πί δρα ση μπο ρεί να υ πάρ χει στην πι θα νό τη τα 

+∞

∞ 
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να ε πι λε γεί τυ χαί α μι α γυ ναί κα που να ερ γά ζε ται, ό ταν η πι θα νό τη τα στην πρώ τη 
ε πι λο γή εί ναι, π.χ., (1.200.000/3.800.000), και στη δεύ τε ρη (1.199.999/3.799.999);  

δ)  Τέ λος, το α πο τέ λε σμα (ε πι τυ χί α ή α πο τυ χί α) κά θε πα ρα τή ρη σης πρέ πει να εί ναι 
α νε ξάρ τη το α πό τα α πο τε λέ σμα τα των άλ λων πα ρα τη ρή σε ων (κά τι που ι σχύ ει ε άν 
ι κα νο ποιεί ται η προ ϋ πό θε ση της στα θε ρό τη τας των πι θα νο τή των). 

Με βά ση τα πα ρα πά νω, η α συ νεχής με τα βλη τή, που α κο λου θεί τη διω νυ μι κή κα
τα νο μή, εί ναι ο α ριθ μός των επι τυ χιών σε δείγ μα n πα ρα τη ρή σε ων (ε πα να λή ψεις του 
πει ρά μα τος). Για πα ρά δειγ μα, ποια η πι θα νό τη τα σε δείγ μα 9 με τόχων οι 5 να εί ναι 
υ πέρ της αύ ξη σης του με το χι κού κε φα λαί ου, ε άν γνω ρί ζου με ό τι το 40% των με τό
χων είναι υ πέρ της αύ ξη σης; Ποια η πι θα νό τη τα σε πα ραγ γε λί α 50 μο νά δων ε νός συ
γκεκρι μέ νου α νταλ λα κτι κού, 2 να εί ναι ε λατ τω μα τι κά ε άν γνω ρί ζου με ό τι το ποσο στό 
πα ρα γω γής ε λατ τω μα τι κών μο νά δων εί ναι 3%; κ.ο.κ. 

Τα πα ρα δείγ μα τα εί ναι ά πει ρα και τα συ να ντά με κα θη με ρι νά σε ό λες τις δρα στη
ριό τη τες. Έτσι, η διω νυμι κή κα τα νο μή μας δί νει την πι θα νό τη τα Ρ(Χ) να εμ φα νι στεί 
το χα ρα κτη ρι στι κό που ε ξε τά ζου με (ε λατ τωμ μα τι κό προ ϊ όν, μέ το χος υ πέρ της αύ
ξη σης, ψη φοφό ρος του κόμ μα τος Α, κλπ.) Χ φο ρές σε δείγ μα n πα ρα τη ρή σε ων. Η 
μαθη μα τι κή σχέ ση που δί νει τις τι μές των Ρ(Χ) προ κύ πτει ως ε ξής:

Ε άν η ε πι τυ χί α εμ φα νι στεί Χ φο ρές σε δείγ μα με γέ θους n (δηλαλή n ε πα να λή ψεις 
του τυ χαί ου πει ρά μα τος), τό τε το ε ρώ τη μα εί ναι με ποια σει ρά θα εμ φα νι στούν οι 
ε πι τυ χί ες. Ε άν εμ φα νι στεί τις πρώ τες Χ φο ρές, με βά ση τον κα νό να του πολ λα πλα
σια σμού, η πι θα νό τη τα εί ναι: 

Ρ(Χ) = pX × (1p)nX

Μπο ρεί, ό μως, να εμ φα νι στεί την 1η φο ρά και τις τε λευ ταί ες (X1), τις πρώ τες 2  
και τις τε λευ ταί ες (X2) κ.ο.κ. Έτσι, χρη σιμο ποιώ ντας τους κα νό νες της συν δυα στι
κής α νά λυ σης, έ χου με τους συν δυα σμούς (combinations) της σει ράς εμ φά νι σης των 
Χ ε πι τυ χιών σε n ε πα να λή ψεις (πα ρα τη ρή σεις). Δη λα δή τους συν δυα σμούς των n α νά 
Χ που συμ βο λί ζε ται με Cn

X και ι σού ται με:

Cn
X =                          =                                                                                   (4.18)

Ε πο μέ νως, το εν δε χό με νο της εμ φά νι σης της ε πι τυ χί ας Χ φο ρές α πο τε λεί ται α πό 
το σύ νο λο των Cn

X εν δε χο μέ νων, και η πι θα νό τη τα εμ φά νι σης της ε πι τυ χί ας Χ φο ρές 
σε n ε πα να λή ψεις (α νε ξάρ τη τα α πό τη σει ρά εμ φά νι σης) ι σού ται με:

Ρ(Χ) =                         × pX × (1p)nX    (4.19)

που α πο τε λεί και τον τε λι κό τύ πο προσ διο ρι σμού των πι θα νο τή των της διω νυ μι κής 
κα τα νο μής. Ας δού με έ να πα ρά δειγ μα. Ποια εί ναι η πι θα νό τη τα σε μι α πα ρέ α τριών 
α τόμων ηλικίας 2030 ετών οι δύ ο να είναι παντρεμένοι, ό ταν εί ναι γνω στό ό τι το 40% 

n!
(nX)! × X!

n × (n1) × (n2) × ... × 1
(nX) × (nX1) × ... × 1 × X × (X1) × ... × 1

n!
(nX)! × X!
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των α τό μων αυτής της ηλικιακής ομάδας είναι παντρεμένοι; Οι τι μές των δεδομένων 
του προ βλή μα τος εί ναι, n=3, X=2, και p=0,4. Έτσι:

Ρ(2) =                      × 0,42 × (10,4)32

=                  × 0,42 × 0,61 = 0,288 (ή 28,8%)

Στη διω νυ μι κή κα τα νο μή η με τα βλη τή Χ (α ριθ μός εμ φά νι σης των ε πι τυ χιών) παίρ
νει τι μές α πό 0 έ ως και n, και το ά θροι σμα ό λων των Ρ(Χ) ι σού ται με 1. Για το πα ρα
πά νω πα ράδειγ μα έ χου με:

Ρ(0)+Ρ(1)+Ρ(2)+Ρ(3) =                     × 0,40 × (10,4)30

        
+                      × 0,41 × (10,4)31

+                      × 0,42 × (10,4)32

+                     × 0,43 × (10,4)33 =

= 0,216 + 0,432 + 0,288 + 0,064 

= 1,000

Ο μέ σος της διω νυ μι κής κα τα νο μής, προ κύ πτει σύμ φω να με τον τύ πο (4.11), και 
ι σού ται με:

μ = Ε(Χ) = n × p (4.20)

Για το πα ρα πά νω παρά δειγ μα έ χου με:

μ = Ε(Χ) = n × p = 3 × 0,4 = 1,2

που ση μαί νει ό τι ε άν συ νε χί σου με να ε πι λέ γου με στην τύ χη τρί α ά το μα ηλικίας 20 – 
30 ετών, κα τά μέ σο ό ρο, 1,2 ά το μα (α πό τα τρί α) θα είναι παντρεμένοι.

3!
(32)! × 2!

3 × 2 × 1
1 × 2 × 1

3!
(30)! × 0!

3!
(31)! × 1!

3!
(32)! × 2!

3!
(33)! × 3!
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⇣

Διάγραμμα4.3
Τρεις Διωνυμικές Κατανομές

(γ) n = 6, p = 0,8

(α) n = 6, p = 0,4

 (β) n = 6, p = 0,5
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Με α νά λο γο τρό πο και σύμφωνα με τον τύ πο (4.12), μπο ρού με να α ποδεί ξου με 
ό τι η δια κύ μαν ση της διω νυ μι κής κα τα νο μής ι σού ται με:

Var(X) = σ2 = Ε(Χ  μ)2  = n × p × (1p) (4.21)

και η τυ πική α πό κλι ση με

σ =  √ n × p × (1p) (4.22)

Τέ λος, ό σον α φο ρά το σχή μα της διω νυ μι κής κα τα νο μής, για μι κρές τι μές του n, 
ε ξαρ τά ται κυ ρί ως α πό την τι μή της πι θα νό τη τας p. Σύμ φω να με το Διά γραμ μα 4.3, 
ό σο η τι μή της p πλη σιά ζει το 0,5 τό σο πιο συμ με τρι κή γί νε ται η διω νυ μι κή κα τα νο μή 
και α ντί στρο φα. Όμως, ό σο αυ ξά νε ται ο α ριθ μός των ε πα να λή ψε ων του πει ρά μα τος 
n (μέ γε θος δείγ μα τος) τό σο η διω νυ μι κή κα τα νο μή τεί νει προς τη συμ με τρί α α νε ξάρ
τη τα α πό την τι μή της πι θα νό τη τας p, ό πως φαί νε ται και στο Διά γραμ μα 4.4.

4.7.ΚατανομήPoisson

Η κα τα νο μή Poisson εί ναι ε πί σης μια δια κρι τή κα τα νο μή πι θα νο τή των με πολ λές 
πρα κτι κές ε φαρ μο γές. Α πο τε λεί προ έ κτα ση της διω νυ μι κής κα τα νο μής σε πε ρι πτώ
σεις που το μέ γε θος του δείγ μα τος (πα ρα τη ρή σεις ή  ε πα να λή ψεις του πει ρά μα τος) 
εί ναι πο λύ με γά λο και, σε πρα κτι κούς ό ρους, θα λέ γα με ά πει ρο. Συ νή θως, χρη σι μο
ποιεί ται για να πε ρι γρά ψει κα τα στά σεις «ου ρών» (queues), δη λα δή, ά φι ξη πε λα τών 
σε τρά πε ζες, ή πο λυ κα τα στή μα τα, α ριθ μός κλή σε ων σε τη λε φω νι κά κέ ντρα, α ριθ μός 

⇣
Διάγραμμα4.4
Διωνυμική Κατανομή για n = 30 και p = 0,8

0,000

0,020

0,040

0,060

0,080

0,100

0,120

0,140

0,160

0,180

0,200

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

X

P(
X)

nea_statistiki1-16._2022indd.indd   120 18/7/2022   7:20:40 �µ



121

διερ χό με νων ο χη μά των α πό συ γκε κρι μέ νη δια σταύ ρω ση κλπ. Έτσι, ι σχύ ουν και ε δώ 
οι προ ϋ πο θέ σεις ε φαρ μο γής της διω νυ μι κής κα τα νο μής, αλ λά με τη βα σι κή δια φο ρά 
ό τι η πι θα νό τη τα ε πι τυ χί ας (εμ φά νι σης) σε μι α πα ρα τή ρη ση εί ναι πο λύ μι κρή, και ο 
α ριθ μός των πα ρα τη ρή σε ων ά πει ρος.

Ας δού με έ να πα ρά δειγ μα. Μί α τρά πε ζα α να διορ γα νώ νει το κε ντρι κό της κα τά στη
μα με α ντι κεί με νο την κα λύ τε ρη ε ξυ πη ρέ τη ση των πε λα τών. Η αύ ξη ση του κύ κλου 
ερ γα σιών έ χει ο δη γή σει σε με γά λη προ σέ λευ ση πε λα τών και αύ ξη ση του χρό νου 
α να μο νής τους. Το πρό βλη μα που α ντι με τω πί ζει η Τράπε ζα εί ναι δι πλό. Α πό τη μια 
την εν δια φέ ρει το εί δος του πε λά τη, δη λα δή ε ται ρί α (corporate banking) ή ι διώ της 
(retail banking), και α πό την άλ λη η συ χνό τη τα ά φι ξης των πε λα τών κυ ρί ως τις ώ ρες 
αιχ μής. Το πο σο στό των πε λα τών που α φο ρούν ε ται ρί ες εί ναι 30%, και α πό την η λε
κτρο νι κή συ σκευ ή α σφα λεί ας που πα ρα κο λου θεί τις α φί ξεις πε λα τών, έ χει ε κτι μη θεί 
ό τι τις ώ ρες αιχ μής ει σέρ χο νται στο κα τά στη μα, κα τά μέ σο ό ρο, 5 πε λά τες α νά λε πτό. 
Η τρά πε ζα προ γραμ μα τί ζει τη δη μιουρ γία δια φο ρε τι κών τμη μά των ε ξυ πη ρέ τη σης των 
πε λα τών α νά λο γα με την κα τη γορί α που α νή κουν (ε ται ρί ες ή ι διώ τες) και, πα ράλ λη λα, 
την αύ ξη ση του προ σω πικού και των θέ σε ων ερ γα σί ας για την ε ξυ πη ρέ τη ση με γα λύ
τε ρου α ριθ μού πελα τών.

Προ σέξ τε τώ ρα το εί δος των στα τι στι κών προ βλη μά των που α ντι με τω πί ζουν οι 
υ πεύ θυ νοι της Τρά πε ζας. Ποια η πι θα νό τη τα στο χρο νι κό διά στη μα11:00με11:01
να φθά σουν στην τρά πε ζα 10 πε λά τες α πό τους ο ποί ους οι μι σοί να εί ναι ι διώ τες και 
οι άλ λοι μι σοί α πό ε ται ρί ες; Η δεύ τε ρη ε ρώ τη ση α φο ρά τη διω νυ μι κή κα τα νο μή. 
Γνω ρί ζου με την πι θα νό τη τα έ νας πε λά της να προ έρ χε ται α πό ε ται ρί α (0,30), η ά φιξη 
κά θε πε λά τη εί ναι α νε ξάρ τη τη α πό τις α φί ξεις των άλ λων πε λα τών, και το μέ γε θος 
του δείγ μα τος εί ναι σχε τι κά μι κρό (n = 10).

Ας ε ξε τάσου με τώ ρα το πρώ το ε ρώ τη μα. Μας εν δια φέ ρει η πι θα νό τη τα να φθά
σουν στην Τρά πε ζα 10 πε λά τες σε μί α συ γκε κρι μέ νη χρο νι κή στιγ μή (11:00 με 11:01). 
Προ φα νώς η πι θα νό τη τα εί ναι πο λύ μι κρή, σχε δόν μη δα μι νή, διό τι δεν ρω τά με γε νι κά 
ποια η πι θα νό τη τα να φθά σουν 10 πε λά τες στη διάρ κεια ε νός λε πτού, αλ λά στη διάρ
κεια ε νός συ γκε κρι μέ νου λε πτού μιας συ γκε κρι μέ νης η μέ ρας. Ταυ τό χρο να τα χρο νι κά 
δια στή μα τα του ε νός λε πτού που α πο τε λεί ται η ερ γά σι μη η μέ ρα των 8 ω ρών εί ναι με
γά λος (8 × 60 = 480). Και ε άν η α νά λυ ση κα λύ ψει με γά λο χρο νι κό διά στη μα (π.χ. έ ξι 
μη νών), τό τε οι πα ρα τη ρή σεις θα α νέλ θουν σε 120 × 8 × 60 = 57.600, με την υ πό θε ση 
ό τι έ νας μή νας έ χει 20 ερ γά σι μες η μέ ρες. Έτσι, σύμ φω να με το συ γκε κρι μέ νο πα ρά
δειγ μα, βλέ που με ό τι, ε νώ οι συν θή κες εί ναι α νά λο γες με ε κεί νες που ε φαρ μό ζου με τη 
διω νυ μι κή κα τα νο μή (στα θε ρή πι θα νό τη τα ά φι ξης ε νός πε λά τη, α νε ξαρ τη σί α με τα ξύ 
των α φί ξε ων κ.λπ.), υ πάρ χουν δύ ο ου σιώ δεις δια φο ρές: 

α) η πι θα νό τη τα ά φι ξης ε νός πε λά τη (εμ φά νι ση του χα ρα κτη ρι στι κού) σε έ να συ
γκε κρι μέ νο χρο νι κό διά στη μα (μι α πα ρα τή ρη ση) εί ναι πά ρα πο λύ μι κρή, σχε δόν 
μη δε νι κή, και

β)  ο α ριθ μός των χρο νι κών δια στη μά των που ε ξε τά ζου με (μέ γε θος δείγ μα τος ή α ριθ
μός ε πα νά λη ψης του πει ρά μα τος) εί ναι πο λύ με γά λος (σχε δόν ά πει ρος).
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Εί ναι προ φα νές ό τι οι υ πεύθυ νοι της Τρά πε ζας δεν εν δια φέ ρο νται για το συ γκε κρι
μέ νο χρο νι κό διά στη μα του ε νός λε πτού (11:00 με 11:01 της συ γκε κρι μέ νης η μέ ρας), 
αλ λά γε νι κά για την κα τα νο μή του α ριθ μού των πε λα τών που φθά νουν στην τρά πε ζα 
στη διάρ κεια ενός λε πτού. Η συ χνό τη τα ά φι ξης των πε λα τών, σε συν δυα σμό με τον 
μέ σο χρό νο που α παι τεί ται για την ε ξυ πη ρέ τη ση ε νός πε λά τη, θα ο δη γή σει τους υ πεύ
θυ νους να α πο φα σί σουν πό σα νέ α ση μεί α ε ξυ πη ρέ τη σης χρειά ζο νται.

Συ μπε ρασμα τι κά, η κα τα νο μή Poisson χρη σι μο ποιεί ται α ντί της διω νυ μι κής κατα
νο μής στις πε ρι πτώ σεις που το p εί ναι πο λύ μι κρό (μι κρό τε ρο α πό 0,01) και το n πο λύ 
με γά λο (π.χ. με γα λύ τε ρο α πό 100), έ τσι ώ στε το γινό με νο n× p να εί ναι ένας σχε τι κά 
μι κρός α ριθ μός (μι κρό τε ρος του 10). Οι τι μές της δια κρι τής μετα βλη τής που α κο λου
θεί την κα τα νο μή Poisson παίρ νει τις τι μές 1, 2, 3, …, n, και ε πειδή το n εί ναι πο λύ 
με γά λο (θε ω ρη τι κά ά πει ρο), και η Χ παίρ νει (θε ω ρη τι κά) τι μές μέ χρι το ά πει ρο. 

Τώ ρα εί μα στε σε θέ ση να περι γρά ψου με τα ε ρω τή μα τα στα οποία κα λεί ται να 
α πα ντή σει η κα τα νο μή Poisson. Ποια η πι θα νό τη τα να φθά σουν στην τρά πε ζα κα τά 
τη διάρ κεια ε νός λεπτού 0, 1, 2, 3, …, ∞ πε λά τες; Ποια η πι θα νό τη τα έ να τη λε φω νι κό 
κέ ντρο να δε χτεί κα τά τη διάρ κεια 30 δευ τε ρο λέ πτων 0, 1, 2, 3, …, ∞ τη λε φω νή μα
τα; Ποια η πι θα νό τη τα να πε ρά σουν α πό συγκε κρι μέ νη δια σταύ ρω ση στη διάρ κεια 
90 δευ τε ρο λέ πτων (ό σο διαρ κεί το κόκκι νο φα νά ρι) 0, 1, 2, …, ∞ αυ το κί νη τα; Μην 
πα ρα σύ ρε στε α πό το ά νω ό ριο των δυνα τών τι μών της Χ που εί ναι το ά πει ρο. Μό νο 
θε ω ρη τι κή ση μα σί α έ χει. Όπως θα δού με στη συ νέ χεια, οι πι θα νό τη τες Ρ(Χ) φθί νουν 
πο λύ γρή γο ρα και τεί νουν προς το μη δέν για σχε τι κά μι κρές τι μές της Χ (μι κρό τε ρες 
του 50).

Για να ε φαρ μό σου με την κα τα νο μή Poisson το μό νο που χρεια ζό μα στε εί ναι η 
τι μή του μέ σου ό ρου που συμ βο λί ζε ται με λ (το α ντί στοι χο του n × p της διωνυ μι κής 
κα τα νο μής). Η πι θα νό τη τα να έ χου με Χ ε πι τυ χί ες (α φί ξεις) δί νε ται από τη σχέ ση:

Ρ(Χ) = (4.23)

ό που

Ρ(Χ)  = πι θα νό τη τα Χ ε πι τυ χιών
 λ = μέ σος α να με νό με νος α ριθ μός ε πι τυ χιών
 e = η βά ση των νε πέ ρει ων λο γα ρίθ μων ( ≈ 2,71828)
 Χ = α ριθ μός ε πι τυ χιών α νά πα ρα τή ρη ση

Για πα ρά δειγ μα, έ να υ πο κατά στη μα μιας Τρά πε ζας με τά α πό πα ρα τη ρή σεις τεσ
σά ρων ε βδο μά δων ε κτί μη σε ό τι φθά νουν στην Τρά πε ζα, κα τά μέ σο ό ρο, 3 πε λά τες το 
λε πτό. Ο υ πεύ θυ νος του τμή μα τος ε ξυ πη ρέ τη σης πε λα τών ρω τά: ποια η πι θα νό τη τα 
να φθά σουν μέ σα σε έ να λε πτό 5 πε λά τες, και ποια η πι θα νό τη τα να φθά σουν πά νω 
α πό 5 πε λά τες; Για την πρώ τη ε ρώ τη ση έ χου με:

eλ × λχ

X!
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Ρ(5) =                    = 

= 0,1008  (ή 10,08%)

Για τη δεύτερη ερώτηση έχουμε:

Ρ(Χ > 5) = 1  Ρ(Χ ≤ 5)
= 1  Ρ(0)  Ρ(1)  Ρ(2)  Ρ(3)  Ρ(4)  Ρ(5)
= 1  0,04980,14940,22400,22400,16800,1008
= 1  0,9161
= 0,0839 (8,39%)

Α πό τα πα ρα πά νω α πο τε λέ σμα τα προ κύ πτει ό τι, με μο νά δα μέ τρη σης του χρό νου 
το λε πτό, 10% του χρό νου λει τουρ γί ας του υ πο κα τα στή μα τος θα φθά νουν 5 πε λά
τες και, πε ρί που, 8,4% του χρό νου λει τουρ γί ας θα φθά νουν πά νω α πό 5 πε λά τες. Το 
Διά γραμ μα 4.5 δεί χνει τα σχή μα τα δύ ο κα τα νο μών Poisson με μέ σο (λ) 3 και 8, α ντί
στοι χα. Α πό το διά γραμ μα προ κύ πτει ό τι ό σο αυ ξά νει η τι μή του λ τό σο η κα τα νο μή 
γί νε ται συμ με τρι κή. Προ σέξ τε, ε πί σης, πό σο γρή γο ρα φθί νουν και τεί νουν στο μη δέν 
οι τι μές των πι θα νο τή των Ρ(Χ). Η δια κύ μαν ση της κα τα νο μής Poisson ι σού ται με λ. 
Ε πο μέ νως έ χου με:

Var(X) = σ2  = Ε(Χ  μ)2  = λ (4.24)
και

σ = √ λ (4.25)

Όπως ή δη α να φέ ρα με η διω νυ μι κή κα τα νο μή τεί νει προς την κα τα νο μή Poisson 
όταν το p εί ναι μι κρό και το n εί ναι με γά λο. Ε πει δή η διω νυ μι κή προ σεγ γί ζει πο λύ 
γρή γο ρα την Poisson, μπο ρού με να χρη σιμο ποι ή σου με την Poisson ως προ σέγ γι ση 
των πι θα νο τή των της διω νυμι κής για σχε τι κά μι κρές τι μές του n.Έ νας πρα κτι κός κα
νό νας είναι να χρη σι μο ποιού με την κα τα νο μή Poisson αντί της διω νυ μι κής για n ≥20 
και p≤0,05.

Τέ λος, θα πρέ πει να το νί σου με ό τι τό σο η διω νυ μι κή ό σο και η Poisson τεί νουν 
γρή γο ρα προς τη συμ με τρί α ό σο το μέ γε θος του δείγ μα τος n και του λ αυ ξά νουν (Δια
γράμ μα τα 4.4 και 4.5). Αυ τή η τά ση προς τη συμ με τρί α ση μαί νει ό τι και οι δύ ο κα
τα νο μές τεί νουν προς την κανονικήκατανομή, που θα πα ρου σιά σου με στο ε πό με νο 
κε φά λαιο. Η κα νο νι κή κα τα νο μή εί ναι ευ κο λό τε ρη στη χρή ση της και δί νει με πο λύ 
κα λή προ σέγ γι ση τις τι μές των πι θα νο τή των τό σο της διω νυ μι κής ό σο και της Poisson. 
Στο Κεφάλαιο 15 δί νο νται οι τι μές των πι θα νο τή των της διω νυ μι κής κα τα νο μής για 
ε πι λεγ μέ νες τι μές των p και n. Επί σης, δί νο νται οι τι μές των πι θα νο τή των της κα τα
νο μής Poisson για ε πι λεγ μέ νες τι μές του μέ σου λ και περιγράφεται ο τρόπος υπολο
γισμού των πιθανοτήτων των δύο κατανομών με τη χρήση του προγράμματος Excel.

eλ × λχ

X!
2,718283 × 35

5!
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⇣
Διάγραμμα4.5
Δύο Κατανομές Poisson
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